Упражнение №1. 

Докажите, что определённое так бинарное отношение R (две точки из ZZ эквивалентны, если они лежат на одной прямой, проходящей через точку (0,0)) является отношением эквивалентности.

Определим теперь сложение и умножение этих объектов – построенных прямых (они и будут элементами Q – множеством рациональных чисел).  Для этого посмотрим, как обстоит дело в случаях, когда уравнение ax=b разрешимо в Z.  Например, возьмём  2х=4 и 3у=9.  Если мы эти равенства перемножим: 2х3у=49, то получим: (23) (ху)=49.  Получилось, что произведение корней удовлетворяет уравнению, полученному из произведений левых частей и правых частей. Распространим это правило и на те случаи, когда уравнение ax=b неразрешимо в Z: пусть числа-прямые [a,b] и [c,d] определяются их представителями (a,b) и (c,d). Тогда их произведением будет прямая [ac,bd]. 

Упражнение №2. 

Докажите корректность этого определения. 


То есть, умножать рациональные числа просто: числитель произведения равен произведению числителей сомножителей, а знаменатель – произведению их знаменателей.

Теперь перейдём к сложению.


Cначала рассмотрим числа х,у с одинаковым знаменателем: х=[a,b] y=[a,c]).  Иными словами, ax=b; ay=c. Сложим эти уравнения: ax+ay=b+c. 

Ввиду дистрибутивности, известной нам для Z, можно вынести в левой части общий множитель а: а(x+y)=b+c. Получилось, что х+у=[а, b+c]. 

То есть, сложение рациональных чисел с одинаковым знаменателем просто: складываем числители, а знаменатель (общий) не меняем. 

Геометрически это означает, что если у двух прямых есть точки с одинаковыми абсциссами, то мы просто на прямой, соединяющей эти точки (она проходит параллельно оси ординат) складываем их ординаты, и через полученную точку проводим (однозначно определённую!) прямую.  А что делать в общем случае, когда знаменатели разные? Докажем, что у любой пары прямых найдутся точки, лежащие на прямой, параллельной оси ординат.


Пусть х=[a,b], y=[c,d].  Поскольку, умножая числитель и знаменатель рациональных чисел х и у на одно и то же целое число, мы лишь двигаемся вдоль этих прямых, то равным образом имеют место х=[ac, bc], y=[ca, da].  Вот мы и получили точки (на тех же прямых), лежащие на одной вертикали. 

Заодно и получили правило сложения двух рациональных чисел (приведение к общему знаменателю).

Упражнение №3

a) Каким прямым (элементам Q) соответствуют целые числа (элементы Z)?

b) Какая прямая соответствует нулю? 

c) Чем отличаются прямые, соответствующие натуральным числам от соответствующих целым отрицательным числам?  

d) Докажите, что Q замкнуто
 относительно операций сложения и умножения.

e) Докажите, что в Q всегда выполнима операция вычитания
 (т.е, a, b, c, dZ разрешимо уравнение [a,b]+[x,y]=[c,d]).  

f) Докажите, что в Q всегда, кроме деления на 0, выполнима операция деления 
(т.е, разрешимо уравнение [a,b][x,y]=[c,d] если [a,b]0).  

g) Какой элемент e служит нейтральным относительно операции умножения, то есть такой еQ, что еq=q qQ.

h) Какой элемент служит обратным элементу q=[b,a] (относительно операции умножения), то есть такой рQ, что рq=е.

i) Проверьте выполнение законов коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности в Q. 

Введём теперь отношение порядка в Q.

Назовём числа, числитель и знаменатель которых одного знака положительными (т.е., >0), а те, у которых они разных знаков – отрицательными(т.е., <0).  Положим a>b, если a-b>0.

Упражнение №4.


а)   Докажите, что это определение корректно.


b)   Докажите, что отношение порядка в Q согласовано c арифметическими операциями, а именно:

       p>q aQ p+a>q+a  ; aZa>0 pa>qa;  -q>-p

c)  Докажите, что теперь, в отличие от N и Z, ни у какого элемента нет ни непосредственно предшествующего, ни непосредственно следующего: между любыми двумя элементами p > q найдётся третий элемент r: p>r>q. 
Как этот факт истолковать геометрически?
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Точки на наших прямых-числах все равноправны, каждая из них может служить представителем, «послом» числа-прямой. Это так же, как любое из чисел -6, -1, 4, 9, 14 может представлять класс чисел, дающих при делении на 5 остаток 4. 

Но всё-таки, среди них мы предпочитаем иметь дело с минимальным натуральным числом (в данном случае, с 4) или, во всяком случае, с тем, у кого абсолютная величина минимальная (в данном случае, с -1).

 А каких представителей предпочесть в случае рациональных чисел-прямых? 

В случае, когда они проходят через первый и третий квадранты, в первом квадранте выберем ту точку, которая ближе всего к началу координат. У неё числитель и знаменатель не имеют общих делителей, кроме 1. Такие числа называются взаимно простыми.  Это так называемая несократимая дробь. 

Таким образом, у несократимой дроби числитель и знаменатель – взаимно простые целые числа.

В случае, когда прямая проходит через второй и четвёртый квадранты, выбираем любую из двух симметричных точек, ближайших к началу координат. У них также НОД числителя и знаменателя =1.  Обратите внимание, что на плоскости установилась принятая в геометрии ориентация: числа растут при повороте против часовой стрелки. 

Поскольку внутри любого, сколь угодно острого угла найдутся целочисленные точки, то между любыми двумя целочисленными конкурентными прямыми
 проходит третья.


Теперь на нашей числовой прямой больше стало точек, заполнилось много «дыр» между соседними целыми числами. В любом, сколь угодно малом, отрезке числовой прямой теперь окажутся рациональные точки. Этот факт выражают термином «рациональные числа всюду плотны на числовой прямой». 

Более того, если бы мы даже ограничились только числами со знаменателями-степенями 10 (десятичные дроби) или любого другого числа (например, двойки – половинки, четвертинки, осьмушки и т.д.) то и тогда они бы заполнили плотно всю прямую. Однако дыры всё-таки остались. Более того, их в каком-то смысле даже больше, чем рациональных чисел (дробей). Прямая по-прежнему вся в дырках, как решето».
После этого стало возможным распространить понятие степени с натуральных показателей на целые; привожу выдержки из уже упомянутого выше конспекта: 
«Теперь, когда мы у нас появились отрицательные числа и дроби, появилась и возможность расширить наше понятие о степени. До этого у нас уже встречались степени натуральных чисел с натуральным показателем. Например, рассмотрим степени двойки:
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   22=22;

   222=23;

   2222=24;

   22222=25

При переходе к каждой следующей строчке происходит умножение числа на два и увеличение степени на единицу. Теперь обратим наша таблицу и начнём спускаться по ступенькам-степеням вниз:   

 22222=25;

2222=24;

222=23;

22=22;

Упражнение 5.

Продолжите таблицу дальше: 21=__; 20=__; 2-1=___; 2-2=___; 2-3=___; 

Упражнение 6.

Докажите, что для натуральных чисел i, j, k верно правило умножения степеней: kikj=ki+j.  Докажите, затем, что оно по-прежнему имеет место и для любых целых чисел 

i, и j (k по-прежнему натурально!)».


Мы успели до конца учебного года порешать (теперь уже в рациональных числах) линейные уравнения с одним неизвестным и закончили, традиционно, геометрическим модулем. Предметом нашего рассмотрения на этот раз стала гомотетия. 
Привожу выдержки из соответствующего конспекта:

«  Пусть выбрана некоторая точка О на плоскости ( и задано число q(Q, q(0. 

Гомотетией h(O,q) с центром О и коэффициентом q называется отображение h:((( плоскости ( в себя, которое каждой точке X(( ставит в соответствие точку Y=h(X) такую, что вектор 
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.  Точка Y называется образом точки X при отображении (, а точка X называется прообразом точки Y при отображении (.
Def.  Введём операцию во множестве любых отображений плоскости в себя. Пусть имеются отображения f:((( и g:(((. Определим отображение h:((( и назовём его композицией отображений g и f следующим образом. Если g(X)=Y, а f(Y)=Z, то h(X)=Z.
Обозначается это так: h=fog, h(X)=f(g(X)). Графически это правило иллюстрируется следующим рисунком.
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Вопросы 
a) Всегда ли эта операция коммутативна, то есть gof=fog?
b) Всегда ли она ассоциативна то есть ko (fog)=(kof) og?

c) Существует ли среди всех отображений нейтральное относительно композиции отображение, то есть такое отображение е, что (f foe=eof=f?

d) Для всякого ли отображения f:((( (g| gof=fog=e? (такое отображение, если оно существует, называется обратным для f).

e) Рассмотрим теперь множество всех гомотетий h(O,q) с фиксированным центром О.
Будет ли композиция двух гомотетий – гомотетией?

f) Является ли операция композиции среди рассматриваемых гомотетий коммутативной?

g) Существует ли среди рассматриваемых гомотетий нейтральная, то есть такая, что её композиция с любой другой гомотетией оставляет эту, последнюю, без изменений?
h) Для всякой ли гомотетии среди рассматриваемых гомотетий существует обратная?

i) * будет ли композиция двух гомотетий с разными центрами гомотетией?
j) Существует ли гомотетия, которая осуществляет то же самое преобразование плоскости в себя, что и центральная симметрия (симметрия относительно точки)?

k) Рассмотрим теперь другой тип преобразований плоскости: повороты. Ответьте на все те же самые вопросы с е) по j) заменив слово «гомотетия» словом «поворот». 
И вновь, пункт i) будет самым трудным, и ответ на него следует рассматривать, как вторую часть того же самого проекта.

Упражнение №1.

a) Пусть на одной стороне угла отложены равные отрезки ОА1=А1А2=А2А3=...= Аn-1Аn-Пусть через точки А1,А2,А3,...,Аn-1,Аn проведены параллельные прямые, пересекающие другую сторону угла в точках В1,В2,В3,...,Вn-1,Вn. Тогда и на другой стороне угла получатся равные отрезки: ОВ1=В1В2=В2В3=...= Вn-1Вn.
b) Пусть на каждой стороне угла от их общей вершины отложены равные отрезки:
ОА1=А1А2=А2А3=...= Аn-1Аn и ОВ1=В1В2=В2В3=...= Вn-1Вn. Тогда прямые, проведённые через концы этих отрезков, параллельны: А1В1||А2В2||А3В3||…||Аn-1Вn-1||АnВn-
c) То же самое верно, если равные отрезки отложены не от самой вершины, а где угодно на одной стороне и через их концы проведены параллельные прямые (п.а). 
Тогда напротив них, на другой стороне угла тоже будут равные отрезки. 
           (Подсказка: используй теоремы о средней линии).

Упражнение №2.

a) Пусть имеется гомотетия h(O,k) с целым коэффициентом k(Z. Пусть образом точки А при этой гомотетии является точка А’, а образом точки B является точка B’: h(A)=A’, h(B)=B’. Тогда AB||A’B’.  
b) Пусть имеется гомотетия h(O,k) с коэффициентом k=
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, где n – целое и не равно нулю: n(Z (n(0).  Тогда также AB||A’B’.
c) Пусть теперь имеется гомотетия h(O,k) с коэффициентом k – произвольное, не равное нулю рациональное число (дробь); k=
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, где m и n – целые и не равные нулю числа, m,n(Z (m,n(0).  Тогда также AB||A’B’. 

Упражнение №3.

Пусть a, b, c, d(Z и a:(a+b)=c:(c+d). Докажите, что тогда d:c=b:a.
Упражнение №4.
Пусть имеется гомотетия h(O,k) с произвольным рациональным коэффициентом k(Q. Пусть образом точки А при этой гомотетии является точка А’, а образом точки B является точка B’: h(A)=A’, h(B)=B’. Докажите,: |A’B’|=|k||AB|. 

Что произойдёт с векторами 
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при отрицательных k?

Докажите, что из этой теоремы вытекает следующее важное следствие. 

Пусть 
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- два произвольных вектора, а 
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- произвольное рациональное число. 

Тогда 
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Упражнение №5.
Сформулируйте и докажите утверждения, аналогичные утверждениям, содержащимся в предыдущем упражнении, для случаев, когда

a) k=
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, n(Z (n(0) и когда
b) k(Q – произвольное, не равное нулю, рациональное число.

Упражнение №6.

При гомотетии прямая переходит в параллельную ей прямую. Обратите внимание, что в этом упражнении содержатся два утверждения:

a) Образом прямой при гомотетии является прямая; и

b) Эта прямая параллельна прямой-прообразу.

Упражнение №7.
Для любых двух параллельных отрезков существуют ровно две гомотетии, переводящие один отрезок в другой.

Упражнение №8.

Пусть отрезок А(В( является образом отрезка АВ при гомотетии h(O,q) и точка С делит отрезок АВ в отношении m:n. Тогда точка C(=h(C) делит отрезок А(В( в отношении m:n. Рассмотрите случаи q>0 и q<0.
Упражнение №9.

Пусть дана трапеция ABCD, BC||AD. Пусть прямые АВ и CD пересекаются в точке Е: E(AB(CD, а АС и BD - в точке F: F(AC(BD. Докажите, что четыре точки: E, F и середины сторон ВС и AD лежат на одной прямой.

Упражнение №10.

Пусть имеется отрезок АВ и ещё на нарисована прямая линия а, параллельная этому отрезку. У вас имеется только линейка, циркуля нет. Как разделить отрезок АВ пополам?

Таким образом, можно разделить любой отрезок пополам, имея только двустороннюю линейку: линейку с параллельными краями.

Упражнение №11.

Найдите способ с помощью циркуля и линейки разделить данный отрезок на сколько угодно равных частей.

Упражнение №12*.

Имеется треугольник АВС. Найдите способ с помощью циркуля и линейки «вписать» в этот треугольник квадрат: две вершины его должны лежать на одной стороне треугольника, а две другие – на двух других его сторонах.
Указание.

Нетрудно построить квадрат, три точки которого лежат на сторонах треугольника. Проследите за положением четвёртой точки.
Упражнение №13.

Имеется треугольник АВС и в нём отмечены середины сторон А(, В( и С(.  Найдите центр и коэффициент гомотетии, преобразующей треугольник АВС в треугольник А(В(С(.

Упражнение №14.

Докажите, что у любых двух неравных окружностей существуют ровно два центра гомотетии, оба они лежат на их линии центров. Один из этих центров, называемый «внешним», соответствует гомотетии с положительным коэффициентом, а другой, называемый, соответственно, «внутренним» – гомотетии с отрицательным коэффициентом.

Упражнение №15.

Докажите, что для у любых двух непересекающихся окружностей существуют ровно по две пары общих касательных. Предложите способ построения этих касательных с помощью циркуля и линейки. Как быть с равными окружностями? С пересекающимися? 
�	 То есть, сумма элементов из Q – снова элемет из Q и то же относится и к произведению двух элементов.


�	 Прямые называются конкуррентными если они имеют общую точку.
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