Упражнения.
Разложите следующие многочлены на неприводимые множители:

1. a+b+a2-b2;
2. a2-b2+a3-b3;
3. x3+x2+x+1;
4. y2-5y+6;
5. x3y2+x2y-2+x2y2+xy-2x;
6. x3-2x2-5x+6;
7. a4-b2(2a-b)2;
8. x6-(yz)6;
Сейчас мы решим задачу построения многочлена произвольной (n-ой) степени, принимающего в заданных n+1-ой точке заданные значения. 

Вспомним, как мы когда-то строили логическую функцию, принимающую заданные значения при заданных значениях их логических переменных. Мы сначала с помощью конъюнкций создавали функции, которые принимают значения «истина» только при заданной комбинации значений этих переменных, а при всех остальных принимают значение «ложь». Потом мы просто с помощью дизъюнкции соединяли вместе. По аналогии с этим и будем строить такой многочлен Р(х). Нам нужно, что бы он принимал в точках х0, х1,...,xn-1,xn заданные значения y0,y1,…,yn-1,yn. Это можно короче записать так: P(xi)=yi, i=0,1,…,n. Представим себе, что мы придумаем как-нибудь n+1 многочленов Р0, Р1,...,Рn таких, что они принимают значение 0 во всех точках хi, кроме одной – той самой, у которой «номер» совпадает с номером многочлена. А в этой точке принимает значение yi, то есть, то, которое и требуется. Понятно, что сумма таких многочленов и даст нам искомый нами многочлен Р. Более того, нам достаточно найти многочлен Pi, который в произвольно выбранной нами точке xi принимает значение 1, а во всех остальных точках xj, j(i принимает значение 0. Действительно, умножив этот многочлен на уi, получим многочлен Рi.

[image: image40.png]



Многочлен, который в заданных точках a,b,c,… принимает значение 0, построить легко: это произведение одночленов (х-а)(х-b)(x-c)…Теперь, после всех  этих наводящих соображений, легко, наконец, решить поставленную задачу:
Упражнение

(Интерполяционный многочлен Лагранжа)
Построить многочлен Р(х) степени n, который бы в точках а0,...,аn принимал бы значения b0,…,bn.

Естественно наряду с многочленами рассматривать и ряды. Ведь на многочлены можно смотреть как на своего рода «недоряды» - ряды с конечным числом отличных от нуля членов. Они и складываются и умножаются так же, как многочлены; в общем, похожи.

И нет причин откладывать знакомство с ними до того времени, когда появится понятие сходимости. После обсуждения первоначальных определений рядов и действий с ними, 
выясняем условия, при которых ряд имеет обратный. Нарабатываем навык нахождения обратных рядов.
Упражнение*.
Найти ряд, обратный ряду Т(Х)=
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Этот ряд носит специальное имя ряда фон Неймана, и будет встречаться нам ещё не раз.

Упражнение*.
Найдите необходимые и достаточные условия для того, чтобы ряд а(Х)=
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был обратим. Найдите ряды, обратные рядам:

9. а(Х)=
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10. b(Х)=
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11. c(Х)=
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У многочленов всегда имеется старший одночлен, и его степень и называется степенью всего многочлена, как вы помните. Но у ряда ведь нет старшего слагаемого!

Зато у него есть младший – тот, с которого ряд начинается. Его-то степень и называется порядком степенного ряда. Так, например, у ряда 2X6-3X7+4X8-5X9+… порядок равен 6, а у рядов из упр. 9-11 он равен 0. У многочлена Х+Х2 степень равна 2, а у ряда Х+Х2 порядок равен 1.

Выполняются ли для порядков рядов свойства, выполнявшиеся для степеней многочленов при их сложении и умножении?

Переформулируйте найденные вами условия обратимости рядов в новых терминах.

Многочлены (кроме многочленов нулевой степени) не имеют обратных к себе (почему?). Однако, если их же рассматривать уже не как многочлены, а как «короткие ряды» среди рядов Тейлора, вполне могут их иметь – по тому же самому критерию. Обратный ряд к одному такому многочлену мы уже знаем (к какому?). Познакомимся ещё с некоторыми.

Найдите ряды, обратные рядам:

12. A(Y)=1+Y;
13. B(Y)=1+Y2;
14. C(Y)=1-Y-Y2
Моном (одночлен) можно определить теперь как ряд, в котором все слагаемые, кроме одного, равны нулю. 

Суммируемым семейством рядов называется такое семейство рядов, в котором для каждого целого неотрицательного числа n, (т.е., для натуральных чисел и нуля) существует только конечное подмножество рядов с порядком, не превосходящим n.

Упражнение.
Определите сумму бесконечного подмножества (возможно, всех) рядов из суммируемого семейства. Покажите, что сам ряд (любой) является суммой некоторого суммируемого семейства рядов.

Подстановка ряда в ряд.

Итак, ряды мы умеем складывать и умножать. Вернее, мы умеем складывать и умножать конечное число раз (слагаемых и сомножителей соответственно). Для случая суммируемого семейства рядов, вы только что определили и сумму бесконечного числа слагаемых. Умение умножать ряды означает, что мы умеем и возводить любой ряд в любую (натуральную) степень. В квадрат, в куб, и так далее. Это делает  возможным определить подстановку ряда в ряд. Далее будем для порядка ряда использовать символ (: степень ряда Х обозначать как ((X). Пусть имеются два ряда, S(X)=
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, причём ((Т)(1, т.е., b0=0. Вместо каждого монома anXn поставим ряд an(T(Y))n. Предположение ((Т)(1 позволяет определить сумму этих рядов, образующую ряд 
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, который можно расположить по степеням Y и получить стандартный вид ряда Р(Y). Этот новый ряд называется подстановкой ряда T(Y) в ряд S(X) и обозначается как S(T(Y)) или S(T.

Упражнение.
Что обеспечило суммируемость семейства {an(T(Y))n} и почему?
Упражнение. 
 Проверьте выполнение следующих соотношений:

a) (S1+S2) (T=S1(T+S2(T;
b) (S1S2) (T=(S1(T)(S2(T);
c) 1(T=1
Ряды Лорана

В отличие от формальных степенных рядов, в рядах Лорана допускаются и отрицательные степени. Мы будем рассматривать только такие ряды Лорана, в которых имеется лишь конечное число слагаемых с отрицательными степенями, т.е., имеется наименьшая степень (впрочем, поскольку она для каждого ряда своя, то наименьшей степени, общей для всех таких рядов, не существует). Например, таким рядом является моном Т(Х)=Х-1.

Упражнение.

Докажите, что у каждого ряда Лорана, отличного от нуля, имеется обратный к нему ряд Лорана. Ряды Тейлора и Лорана встретятся нам снова в 9-ом и 11-ом классах соответственно. 
А пока что возвращаемся к многочленам. Они будут нас сопровождать на всём протяжении школьного обучения (а некоторых из вас - и дальше!).

Корень х=а многочлена Р(Х)=
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 называется корнем кратности k (k(1), если P(X)=(X-a)kG(X) и G(a)(0, т.е., а не является корнем многочлена G.
Число корней многочлена подсчитывается обычно с учётом их кратностей. Упражнение: не только число различных корней многочлена степени n не превышает n, но и число его корней с учётом их кратностей, не превышает n.

Разные задачи о многочленах.
15. Решите уравнение:  х4+4ху2+2у4+1=0

16. Сумма кубов цифр некоторого чётного двузначного числа равна 559, а сумма квадратов цифр этого числа равна 85. Найти это число. 

17. Применяя формулы сокращённого умножения вычислить:

А) 2716×46

В) 43×1489
18. Разложить на множители:
А)8n3-12n2+6n+63
В) n3-6n2+12n+117

19. Докажите, что число 210+512-составное.

20. *Докажите, что уравнение (х2+1)(у2+1)=z2+1 разрешимо для сколь угодно больших натуральных х, у и z.
21. Известно, что а+b+с и 
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22. Найдите все натуральные значения n при которых n5+2 делится на n+2.

23. Найти все многочлены Р(х) такие, что х(Р(х-1)=(х-2015)(Р(х)

Многочлены Р и Q  от одной переменной называются коммутирующими, если Р(Q=Q(P, или Р(Q(x))=Q(P(x))  (x. Будем рассматривать только приведённые многочлены –многочлены со старшим коэффициентом 1.

24. Докажите, что два многочлена первой степени коммутируют ( либо их графики – прямые, параллельные графику функции у=х, либо они имеют общую неподвижную точку. (Точка функции F(X) называется неподвижной, если F(X)=X).
25. *Найдите все многочлены степени не выше 3, коммутирующие с многочленом 
Р(х)=х2-(.
26. *Докажите, что существует не более одного многочлена данной степени, коммутирующего с заданным многочленом степени два.
27. *Найдите все многочлены степени 4 и 8, коммутирующие с данным многочленом степени два.

28. *Докажите, что если два многочлена Q и R коммутируют с многочленом Р степени два, то они коммутируют и между собой.

29. * Остатки от деления многочлена F(x) на многочлены х-2 и х-3 равны соответственно 5 и 7. Найти остаток от деления этого многочлена на многочлен х2-5х+6
30. Найдите остаток от деления многочлена х100-х+1  на многочлен х2-1  
31. *Докажите тождество: 
[image: image13.wmf]1
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Вторым конспектом, по которому мы занимались в марте-апреле 2015 года был
Конспект №15. Метод математической индукции и бином Ньютона.
Приводим выдержки из его начального отрезка (примерно одна треть по объёму и содержанию).
Представим себе, что имеется некоторое утверждение типа «для каждого натурального числа n выполняется высказывание Р(n)». Здесь, на самом деле, в краткой форме (n P(n) записано бесконечное множество высказываний: P(1), P(2),…
Принцип математической индукции очень прост: 

Сначала проверяем (обычно это очень легко) Р(1). 

Второй (и последний) шаг состоит в следующем: предполагаем, что мы уже доказали или проверили истинность высказывания Р для всех натуральных чисел вплоть до n. Докажем теперь, опираясь на это предположение его для n+1.  Если нам это удастся, то считаем, что мы доказали его для всех натуральных чисел вообще.

Действительно, поскольку n произвольно, можно считать его равным, например, 1.

Для 1 мы уже проверили истинность Р(1). Теперь, поскольку в данном случае n+1=2, мы знаем, что верно P(2). Подставим n=2. Поскольку только что выяснилось, что верно Р(2), то верно и Р(n+1)=P(3). И так далее, мы можем таким путём добраться до любого натурального числа. Несмотря на кажущуюся простоту, этот метод очень эффективен, но, чтобы им овладеть, нужна, как всегда, практика. 


Принцип (= метод) математической индукции равносилен следующему утверждению L: «в любом непустом подмножестве M множества натуральных чисел имеется минимальный элемент». Разумеется, во всём множестве N натуральных чисел такой элемент имеется, это 1 (или 0, если считать 0 натуральным числом). Но может быть существует какое-то собственное (то есть, отличное от всего N) подмножество, в котором минимального элемента нет? Ведь нет его, скажем во множестве всех отрицательных чисел, или во множестве всех положительных рациональных чисел.


Докажем сейчас эквивалентность этих двух утверждений и на примере доказательства увидим, как работает принцип математической индукции.

ПМИ ( L:

Если 1(M, то доказывать нечего: она и есть его минимальный элемент, поскольку во всём множестве N натуральных чисел нет чисел меньших 1. Пусть 1(М. Будем доказывать от противного, т.е., предположим, что в М НЕТ минимального элемента. Докажем, что тогда М=(. Для этого достаточно доказать, что дополнение М во множестве N является всем N.

Итак, докажем, что Mc=N. Во-первых, мы уже установили, что 1(Мс. Пусть мы установили, что все числа, начиная с 1 и вплоть до n принадлежат Мс. Докажем, что тогда и n+1(Мс. Действительно, если это не так, то n+1(M и, стало быть, является в нём первым элементом – ведь все меньшие его находятся в дополнении к М! Значит, и n+1(Мс. По ПМИ, это означает, что Mc=N и М=(.
L( ПМИ: 

У нас имеются следующие факты: Р(1) верно. Кроме этого, если верны все Р(k) при 1(k(n, то верно и P(n+1). Мы хотим доказать, что верны все вообще P(n) при всех натуральных n.

Допустим, что это не так. То есть, множество М тех m, для которых P(m) ложно не пусто.

Как непустое подмножество натуральных чисел, оно имеет минимальный элемент t.

Но это значит, что для всех k, 1(k(t-1 P(k) истинно. Следовательно, оно, в силу второго предположения, верно и для t. Противоречие. Значит, М пусто; значит множество тех n, для которых P(n) истинно совпадает со всем N.

Любое из этих двух утверждений можно принять за аксиому, тогда второе становится теоремой. Обычно, и мы последуем этому примеру, сам принцип математической индукции и принимается за аксиому. Одну из аксиом из аксиоматики натуральных чисел. Кстати, свойство каждому подмножеству упорядоченного множества иметь минимальный элемент называется вполне упорядоченностью. Множество натуральных чисел, как мы видим, таким свойством обладает, в отличие, скажем, от множества всех целых или дробей больших какого-то числа (а также их некоторых подмножеств). Посмотрим ещё на одном примере, как применяется ММИ.

Доказать формулу: 
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Проверяем эту формулу при n=1. Левая часть состоит в этом случае из одного числа: 1. Подставляем n=1 в правую часть: 
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=1. Итак, в этом случае обе части равенства равны 1, и формула превращается в истинное утверждение.

Допустим, что формула имеет место для всех k, 1(k(n. Докажем, что она верна и при k=n+1.
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Как видим, мы получили ту же самую формулу, если вместо n в неё подставить n+1.
Мы видим, что ММИ очень удобен для доказывания тождеств, но не годится для их вывода. Сначала нужно поэкспериментировать, получить гипотезу, наблюдая за поведением формул при небольших значениях неизвестных, а уж затем попробовать доказать эту гипотезу ММИ. Приведём несколько способов того, как можно было вывести формулу арифметической прогрессии (с начальным членом 1 и шагом 1).

Допустим, что число слагаемых в сумме 1+2+…+n чётно (т.е., n=2m). Объединяя в пары первое с последним, второе с предпоследним и так далее, видим, что сумма в каждой паре равна n+1:  1+2+…+n=(1+n)+(2+n-1)+(3+n-2)+…а пар таких ровно n:2. Значит, общая сумма равна (n+1)(
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. Ну а если число слагаемых в сумме 1+2+…+n нечётно? Тогда добавим в качестве первого слагаемого 0: 0+1+2+…+n. Теперь число слагаемых стало чётно, их стало n+1. 
Правда, суммы в парах теперь дают (0+n)=(1+(n-1))=(2+(n-2))=n, но пар таких как раз 
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Можно получить эту формулу и по-другому. Запишем сумму S=1+2+…+n дважды, так, как вы её видите и в обратном порядке, в две строчки, друг под другом, и сложим эти две строчки по столбикам (парам):

	1
	2
	3
	4
	…
	n-2
	n-1
	n

	n
	n-1
	n-2
	n-3
	…
	3
	2
	1


(n+1)+(n+1)+…+(n+1)=n(n+1)=2S. Отсюда и получим S=
[image: image22.wmf]2
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Рассмотрим ещё и геометрический способ получения этой формулы.

[image: image1.png]Plog=Pl)=Pl)=PE=0; P()=1; P(xg=Plxe)..=Pla)=0
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В прямоугольнике, состоящим из S жёлтых и S зелёных клеток всего n строк и n+1 столбцов, т.е., n(n+1) клеток, а, стало быть, S=
[image: image23.wmf]2

)

1

(

+

n

n

. Мы доказывали методом математической индукции утверждения, предполагая, что верны ВСЕ предыдущие, начиная с 1 вплоть до n утверждения P(n), т.е., опирались в доказательстве истинности P(n+1) на n утверждений Р(1), Р(2),..., P(n). Оказывается, достаточно истинности только Р(1) и импликации P(n)(P(n+1):
Действительно, рассмотрим множество М(N всех v| P(v) ложно. Если оно непусто, то в нём найдётся минимальный элемент t, t(1. Тогда t-1(N и P(t-1) истинно. Но тогда, по предположению, P(t)=P((t-1)+1) истинно! Противоречие. 

Следовательно, М пусто, а, значит, P(n) истинно (n.
Мы начинали всегда с проверки истинности высказывания P(n) с n=1. Иными словами, как говорят, база индукции в этом случае равна 1. А обязательно ли это? 
Может ведь случиться, что утверждение начинает быть верным с другого числа, например, 10 а до этого быть неверным. Тогда и начинаем с 10, говорим, что база равна 10 и, проверив Р(10), переходим ко второму шагу, проверку импликации P(n)(P(n+1). Может быть, наоборот, утверждение верно, начиная не с 1, а с 0 или даже с отрицательного числа. И в этом случае, переносим базу индукции в соответствующее место. 

Ну, а если утверждения Р(n) выполняются не для всех подряд целых чисел, начиная с некоторого, а, скажем, только для чётных или только для нечётных чисел? В этом случае говорят, что шаг индукции равен двум и, помимо проверки выполнения утверждения Р(а) для базы а(Z, доказывают импликацию P(n)(P(n+2) вместо «стандартной» P(n)(P(n+1) или ей подобную с другим шагом индукции. Но и направление индукции совершенно не обязано быть возрастающим. Утверждение вполне может оказаться верным для какого-то целого числа и всех меньших него или всех меньших него, отличающихся на кратное какого-то числа и т.д. И, наконец, шаг индукции, в принципе, может быть и переменным, может сам быть некоторой функцией f(n). Сделаем сейчас два упражнения, чтобы немного потренироваться в применении ММИ. 
32. Докажите что при гомотетии с целым коэффициентом n(Z образом произвольного отрезка AB является параллельный ему отрезок AnBn, причём не только АВ||AnBn, но и |AnBn|=n|AB|, где под |FD| понимается длина отрезка FD.
33. Пусть e={e1,e2,...,en} система линейно независимых векторов, а f={f1,f2,…,fn,fn+1} - система линейно зависимых от них векторов: f1=а11 e1+а21 e2+…+an1en; f2=а12e1+а22e2+…+an2en; fn=а1n e1+а2n e2+…+annen, fn+1=а1n+1 e1+а2n e2+…+ann+1en.
Тогда система векторов f={f1,f2,…,fn,fn+1} – линейно зависима. 
Иногда ММИ применяется в замаскированной форме, не по возрастанию, а по убыванию n. Тогда индукция называется редукцией, и, как правило, задача состоит не в том, чтобы доказать что Р(k) всегда выполняется, а в том, что, наоборот, что P(k) никогда не выполняется. Предполагается, что Р(k) выполняется при k=n(N и доказывается, что тогда выполняется P(n-1), т.е., истинна импликация P(n)(P(n-1). В зависимости от специфики задачи этот процесс «спуска» приведёт нас к P(2), P(1) или даже Р(0), которые просто проверяются на истинность. Если оказывается, что они ложны, то стало быть, и исходная посылка о том, что выполнялось P(n) было ложным.
Решите с помощью редукции до Р(1,1) следующую задачу.

Прямоугольник ABCD разделён n вертикальными и m горизонтальными прямыми, параллельными его сторонам на (m+1)(n+1) меньших прямоугольников. 

Эти прямоугольники закрасили в шахматном порядке, как показано на рисунке и оказалось, что общая площадь закрашенных прямоугольников равна общей площади незакрашенных. Доказать, что их можно собрать в два прямоугольника: одного, составленного из всех закрашенных прямоугольников и другого, составленного из всех незакрашенных.
[image: image24.png]



Как мы видели только что на примере этой задачи, индукция может применяться не только линейно, по одному переменному, растущему или убывающему, а и по двум переменным. Представим себе бесконечную матрицу, составленную из занумерованных натуральными числами клеток и в каждой клетке стоит высказывание Р(m,n).

	P11
	P12
	P13
	P14
	P15
	
	
	
	
	
	
	
	P1n
	
	

	P21
	P22
	P23
	P24
	P25
	
	
	
	
	
	
	
	P2n
	
	

	P31
	P32
	P33
	P34
	P35
	
	
	
	
	
	
	
	P3n
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Pm1
	Pm2
	Pm3
	Pm4
	Pm5
	
	
	
	
	
	
	
	Pmn
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: image39.png]


Для того, чтобы доказать истинность всех высказываний Р(m,n) нужно, проверив, например, истинность P(1,1) обеспечить переход от этой клетки к любой другой в таблице. Сделать это можно по-разному. Например, доказав по индукции по n истинность всех высказываний в первой строке, т.е., всех P(1,n), доказать затем истинность импликации Р(m,n)(Р(m+1,n), что обеспечить возможность «спуститься» по таблице на одну ступеньку вниз. Или, например, доказав индукцией по m истинность всех высказываний в первом столбце, т.е., всех P(m,1), доказать затем истинность импликации Р(m,n)(Р(m,n+1), чтобы обеспечить возможность «сдвинуться» по таблице на одну клетку вправо. Применим указанные соображения для решения двух следующих упражнений.

34. Считая известным правило дистрибутивности a(b+c)=ab+ac, доказать формулу:

(а1+а2+...+аn)(b1+b2+...+bm)=а1b1+а1b2+…+а1bm+а2b1+а2b2+...+а2bm+…+anb1+…+anbm
35. Подсчитав при небольших m и n число g(m,n) всевозможных отображений множества A из n элементов во множество B из m элементов, выдвинуть гипотезу о формуле для g(m,n), и затем доказать её по индукции.

Докажем теперь по индукции несколько формул, связанных с суммами степеней натуральных чисел. Сумму арифметической прогрессии можно рассматривать как сумму первых степеней натуральных чисел. Её мы уже знаем. Докажите следующие формулы:

36. Формула для суммы квадратов: 
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37. Формула для суммы кубов: 
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Как видите, доказывать формулы по индукции совсем не трудно. Другое дело – выводить эти формулы. Рисунок ниже иллюстрирует геометрический вывод формулы суммы кубов. 

[image: image27.png]



Вот иной, алгебраический способ вывода сумм степеней натуральных чисел.

Обозначим сумму арифметической прогрессии от 1 до n за S1, сумму квадратов натуральных чисел от 1 до n за S2 и т.д. То есть, 
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и т.д.

Выпишем тождества:
(1+1)2=12+2(1+12;
(2+1)2=22+2(2+12;
(3+1)2=32+2(3+12;
……………………

(n+1)2=n2+2(n+12;
Сложим левые и правые части этих тождеств:

22+32+…+n2+(n+1)2=12+22+32+…+n2+2S1+n, откуда 2S1=(n+1)2-n-1 и находим S1.

Аналогично, выпишем такие же тождества для сумм кубов:
(1+1)3=13+3(12(1+3(1(12+13;
(2+1)3=23+3(22(1+3(2(12+13;
(3+1)3=33+3(32(1+3(3(12+13;
……………………

(n+1)3=n3+3(n2(1+3(n(12+13
Сложим левые и правые части этих тождеств:

23+33+…+n3+(n+1)3=13+23+33+…+n3+3S2+3S1+n
a) Зная уже формулу (выведенную ранее) для S1, вывести из последнего тождества формулу для S2. 

b) Зная формулы для S1 и S2, вывести таким же способом формулу для S3
ММИ эффективен и при доказательствах делимости выражений, зависящих от натурального параметра на какое-нибудь число.

38. Доказать, что 72n - 42n делится на 33 (n =0,1,2,.....)

39. Докажите неравенство Бернулли: (1+а)n(1+na при а(-1
40. Докажите неравенство 2n>n, n=0,1,2,…
41. Найдите все такие натуральные числа n, для которых выполняется неравенство 2n>n2
42. *Найдите все такие натуральные числа n, для которых выполняется неравенство 2n>n3
43. Известно, что число х+
[image: image31.wmf]x
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 целое. Докажите, что при всех n(N xn+
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44. Доказать формулу: 
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45. Доказать формулу для суммы нечётных квадратов: 
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46. Доказать формулу  для знакопеременной суммы квадратов: 
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47. Докажите, что для всех натуральных чисел имеет место формула
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   ((2n-1)!! означает произведение всех нечётных чисел от 1 до 2n-1)

48. Докажите, что (n(2 
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 (n=2, 3, 4,…)
49. Докажите, что 33n+2+523n+1 делится на 19 (n =0,1,2,.....) 

50. Докажите, что 7n+2+82n+1 делится на 57 (n =0,1,2,.....)

Кроме этих двух тем, мы посвятили, как обычно, последний, 6-ой модуль (6 учебных недель) в конце года геометрии (конспект №16), но формат этой статьи не позволяет остановиться на этом подробнее, так как размер её уже итак превысил принятые для этих статей ограничения.
Посмотреть, как реализуется описываемая методика преподавания математики другими педагогами и в других образовательных учреждениях, можно на сайте www.abramson.xyz
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