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Пусть на отрезке [a;b]  оси ОХ задана непрерывная функция  f (х), не меняющая на нем знака. Фигуру, ограниченную графиком этой функции, отрезком [a;b] и прямыми  x = a и x =  b, называют криволинейной трапецией.

Различные примеры криволинейных трапеций приведены на рис. 1, а — д. 
[image: image51.png]



Для вычисления площадей криволинейных трапеций применяется формула Ньютона-Лейбница: если F (х) — первообразная на  отрезке  [а; b], то [image: image3.png]S= [ feodx=



F(b)-F(a)   

1) Случай, когда f (x) > 0 на [а, b]

[image: image4.png]



S = [image: image6.png]f
(x)dx



F(b)-F(a) , где  f(x)>0 на [a,b]

Рис. 2
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2) Возможен следующий случай, когда  f (x) < 0 на [а, b]

[image: image7.png]



S= - [image: image9.png]f
(x)dx
BN
fGdx



F(a)-F(b)   

Рис. 3

3) А еще каким образом может лежать график относительно оси (ОХ)?

[image: image1.jpg]



График  y = f (x) может пересекать ось ОХ, допустим, в точке с 
[image: image10.wmf]Î

[a,b],Тогда площадь такой криволинейной трапеции состоит из двух уже знакомых нам площадей 

S = [image: image12.png]


+ [image: image14.png]


 =  [image: image16.png][{feydax+ [ fG)d




            Рис. 4

4) На координатной плоскости  заданы два  графика  функции  y = f(x) и         y = g (x). 
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S =  [image: image18.png]


 [image: image20.png]


 = [image: image22.png]N0
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Рис. 5

Пример 1. Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции f(x) = x² и прямыми y = 0; x = 1; x = 2.

Решение: Выполним построение фигуры. Строим параболу f(x) = x² и прямые x = 1;     x = 2 (рис. 6). Для функции f(x) = x² одной из первообразных является  F(x) = x³/3.

Следовательно: S = [image: image24.png]


F(2) – F(1) = 23/3 – 13/3 = 8/3 – 1/3 = 7/3 (кв. ед.)

Ответ: 7/3 (кв.ед.)          

[image: image25.jpg]


Рис. 6
                        Рис.7[image: image26.jpg]
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Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями: 

 f(x)  = - 0,5х + 2, у = 0, х = - 3 и х = 2.

  Выполним построение фигуры. Строим прямую f(x)  = - 0,5х + 2 по двум точкам    А(4; 0) и В(0; 2) (рис. 7). Для функции f(x) = - 0,5х + 2 одной из первообразных является         F(x) = - 0,25•x2  + 2х. Следовательно, при а = - 3,  b = 2 по формуле (1) находим:                             S = [image: image28.png]I°,C
—0,5:
x
+
2)dx



F(2) – F(-3) = (- 0,25• 22 + 2•2) – ( - 0,25•(-3)2  + 2(-3)) = 3 – (-8,25)  = 11,25 (кв. ед.)  

В качестве проверки вычислим площадь трапеции М1МNN1  обычным пу​тем. Находим: М1М = f( - 3) = - 0,5• (-3) + 2 = 3,5; N1N = f(2) = — 0,5• 2 + 2 = 1;  М1N1 = 5. Следовательно, S = 0,5• (3,5+1) • 5= 11,25 (кв. ед.). 

Ответ: 11,25 (кв.ед.)         

 Пример 3.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями: f(x) = 
[image: image29.wmf]3

1

х3, y = 0, х = -1, х = 2.

Выполним построение фигуры (рис. 8). Графиком функции является кубическая парабола.  Для функции f(x) = 
[image: image30.wmf]3

1

х3 одной из первообразных является  F(x) =  
[image: image31.wmf]12

1

х4 . Искомая площадь S = S1 + S2.
S1 – график неположительной функции: а = -1,  b = 0 по формуле (1) находим:                    S1 = - [image: image33.png]


= - (F(0) – F(- 1)) = - (
[image: image34.wmf]12

1

04  -
[image: image35.wmf]12

1

(-1)4) = 
[image: image36.wmf]12

1

 (кв. ед.)  

S2 – график неотрицательной функции:  а = 0,  b = 2 по формуле (1) находим:                     S2 = [image: image38.png]21

x3dx =



F(2) – F(0) =  (
[image: image39.wmf]12

1

24  -
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04) = 
[image: image41.wmf]12
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 (кв. ед.)  

S = S1 + S2.= 
[image: image42.wmf]12

1

 + 
[image: image43.wmf]12

16

 = 
[image: image44.wmf]12

17

(кв. ед.)  

[image: image50.png]


Ответ: 17/12 (кв.ед.)       


[image: image45.jpg]




                   Рис. 8                                                                                           Рис. 9


Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями:  f(x) = sin х, у = 0, х = 0 и х = 
[image: image46.wmf]p

.

Выполним построение фигуры (рис. 9). Искомая площадь ограничена полуволной синусоиды f(x) = sin х и осью Ох. Для функции f(x) = sin x одной из первообразных является F(x) = - cos х. Следовательно, при а = 0,  b = π по формуле (1) находим:                 S = F(
[image: image47.wmf]p

) – F(0) = - cos 
[image: image48.wmf]p

 - ( -cos 0) = 1 + 1 = 2 (кв. ед.)  

Ответ: 2 (кв.ед.)        
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